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▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱
♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❛
été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❈♦q ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●✳ ●♦♥t❤✐❡r✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ r❡♣♦s❡
s✉r ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s✳ ■❧ r❡♥tr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s
tr❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s s♦❧✈❛❜❧❡s✳
✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✉t✐❧✐té ❞❛♥s ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ s✉rt♦✉t ❧♦rsq✉❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ❝♦♠♣❧❡①❡s ❡t ❧♦♥❣✉❡s✳ ▲❡s
tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✹ ❝♦✉❧❡✉rs ❬✻❪ ♦✉ ❝❡❧❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
♥♦♠❜r❡s ♣r❡♠✐❡rs ❬✷❪✱ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡s s②stè♠❡s ♦♥t ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♠❛t✉r✐té ❧❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t
❞❡ s✬❛tt❛q✉❡r à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥♦♥ tr✐✈✐❛✉①✳ ▲❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐été ❞✬♦❜❥❡ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♥é❝❡ss✐t❡ ❧✬❛❞♦♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ❣é♥✐❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s t❤é♦r✐❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥
❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢❛✐s❛♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ✿ ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♣r❡✉✈❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
❯♥❡ ❧✐st❡ ❞❡s ✶✵✵ ♣❧✉s ❣r❛♥❞s t❤é♦rè♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❬✶❪ ❛ été ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r P❛✉❧ ❡t ❏❛❝❦ ❆❜❛❞✳
❈❡tt❡ ❧✐st❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ s❛
♣r❡✉✈❡ ❡t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞✉ rés✉❧t❛t q✉✬✐❧ ✐♥tr♦❞✉✐t✳ ❋✳ ❲✐❡❞✐❥❦ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❧✐st❡ ❬✶✸❪ q✉✐ r❡❝❡♥s❡ ❧❡s
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲
❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❧✐st❡✳ ❈❡ ♣❛♣✐❡r ♣rés❡♥t❡ à ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ♥✬❛✈❛✐t ♣❛s été ❥✉sq✉✬à ❝❡ ❥♦✉r ❢♦r♠❛❧✐sé ♣❡✉t
s✬❡①♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦❜❥❡ts ❡t ♣r♦♣r✐étés ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡
❞✐✛ér❡♥t❡ ✭❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠✉❧t✐❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ✳✳✮✳ ❈❡s ♦❜❥❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés
❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ✐❧s s✬❡♠❜♦ît❡♥t ❧❡s ✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡
❞❡ ❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞✬♦r❞r❡ ✐♠♣❛✐r✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❈❛②❧❡②✲
❍❛♠✐❧t♦♥ ♠❛✐s ❞✬♦r❣❛♥✐s❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡♥ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ré✉t✐❧✐s❛❜❧❡s✳
▲✬❛rt✐❝❧❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❙❙❘❡❢❧❡❝t✱ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥
✶
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❞❡ ❈♦q ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●✳ ●♦♥t❤✐❡r ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✹ ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❡t ♣❧❛t❡✲❢♦r♠❡ ❞❡
♥♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t q✉✐ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳
✷✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✱ q✉✐ ♣♦rt❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❆rt❤✉r ❈❛②❧❡②✭✶✽✷✶✲✶✽✾✺✮
❡t ❲✐❧❧✐❛♠ ❍❛♠✐❧t♦♥✭✶✽✵✺✲✶✽✻✺✮✱ ❡st ✉♥ rés✉❧t❛t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ é♥♦♥❝é
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❛♥♥✉❧❡ s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳
P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ s✉r R✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞❡ A✱ ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ pA(x) = det (xIn − A)✱ s✬❛♥♥✉❧❡ ❡♥ ❆✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ é♥♦♥❝é ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞✬❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ✐❧ ♥✬❡st ♣❧✉s q✉❡st✐♦♥ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♠❛✐s ❞❡ ❝♦r♣s✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ✭♦✉ ❧❡s
❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✮ ✿ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs❡ ♦✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s✳ ❯♥ ❝♦r♦❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡
t❤é♦rè♠❡ ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥♥é❡ ❡st ✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡
s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❬✹❪ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✳
❊♥ ♥♦t❛♥t tcomB ❧❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ B✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r ❡st ✿
B ∗ tcomB = tcomB ∗ B = detB ∗ In ✭✶✮
❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✮ à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (xIn − A) ∈ Mn(R[x])✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
tcom(xIn − A) ∗ (xIn − A) = det (xIn − A) ∗ In = pA(x) ∗ In ✭✷✮
▲✬❛♥♥❡❛✉ Mn(R[x]) ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❛✉ss✐ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s
(Mn(R))[X]✳ ▲✬é❣❛❧✐té ✭✷✮ s✬é❝r✐t ❛✐♥s✐ ❞❛♥s (Mn(R))[X] ✿
tcom(xIn − A) ∗ (X − A) = pA(X) ✭✸✮
❈❡❝✐ ♠♦♥tr❡ q✉❡ (X − A) ❡st ❢❛❝t❡✉r ❞❡ pA(X) ❞❛♥s (Mn(R))[X] ❡t ❞♦♥❝ pA(A) = On✳
❋♦r♠❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛ss✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❝❡tt❡
♣r❡✉✈❡ ♣♦✉r q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ P♦✉r ❛rr✐✈❡r à ❝❡t ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡✉① ❞✐✣❝✉❧tés
s♦♥t à s✉r♠♦♥t❡r✳ ❊♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✐ s♦♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ♦✉
✏tr✐✈✐❛❧❡s✑ ♣♦✉r ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ P❛r❛❞♦①❛❧❡♠❡♥t✱ ❧✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❝❡s ♣❛rt✐❡s✱
q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❡st ❧❛ tâ❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥
s❡❝♦♥❞ ❧✐❡✉✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❞❡s é♥♦♥❝és ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥✳ ▲✬✐♥térêt ♥✬❡st ♣❛s
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♣r❡✉✈❡s s✉r ♦r❞✐♥❛t❡✉rs ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t q✉❡ ❧❡s é♥♦♥❝és ❞❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s s♦✐❡♥t ❧❡
♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❢❛❝✐❧✐t❡r❛ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❝❡s ♣r❡✉✈❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✳
✷
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❧✉s✐❡✉rs
♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♣♦s❡♥t ❧♦rs ❞❡ s❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❉✐r❡ q✉❡ Mn(R[x]) ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à (Mn(R))[x] éq✉✐✈❛✉t
❛❧❣é❜r✐q✉❡♠❡♥t à ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❡♥tr❡ ❡✉①✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡s ❡♥ x ♠✉❧t✐♣❧✐é❡s ♣❛r ❞❡s
♠❛tr✐❝❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♠❛tr✐❝✐❡❧s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
(
x2 + 1 x − 2
−x + 3 2x − 4
)
= x2
(
1 0
0 0
)
+ x
(
0 1
−1 2
)
+
(
1 −2
3 −4
)
✭✹✮
▲❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s φ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❛♥s ✭✷✮ ❧❡s ♠❡♠❜r❡s ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ φ ❛✉① ♣❛rt✐❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t❡ ❞❡ ✭✷✮ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✿
φ(tcom(xIn − A) ∗ (xIn − A)) = φ(pA(x) ∗ In)
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ φ s♦♥t ❛❧♦rs ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✿
φ(tcom(xIn − A)) ∗ φ(xIn − A) = φ(pA(x) ∗ In)
▲❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t à ❧✬é❣❛❧✐té ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✸✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t
❙❙❘❡❢❧❡❝t ❬✼✱ ✽❪ ✭♣♦✉r ❙♠❛❧❧ ❙❝❛❧❡ ❘❡✢❡❝t✐♦♥ ♦✉ ré✢❡❝t✐♦♥ à ♣❡t✐t❡ é❝❤❡❧❧❡✮ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥
❞❡ ❈♦q ❬✸❪ q✉✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❛❝t✐q✉❡s ❡t ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❈♦q ❛❞❛♣té❡s ♣♦✉r tr❛✈❛✐❧❧❡r
s✉r ❞❡s t②♣❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧✬é❣❛❧✐té str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❈♦q ✭é❣❛❧✐té ❞❡
▲❡✐❜♥✐③✮✳ ❈❡tt❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ●✳ ●♦♥t❤✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✹ ❝♦✉❧❡✉rs✳ ❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❬✽❪ s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❛ été ❢❛✐t ❛✉ ❞❡ss✉s
❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞✱ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙②❧♦✇ ❡t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡
❈❛✉❝❤②✲❋r♦❜❡♥✉✐s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧✐❡✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣♦✉r ré✢é❝❤✐r ❡♥tr❡
❧❡s ♣ré❞✐❝❛ts ❜♦♦❧é❡♥s ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❞❡ ❈♦q✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡
❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❈♦q ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✳ ❉❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❞ét❛✐❧❧é❡s s✉r ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❡t ♣ré❝✐sé♠❡♥t
s♦♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡s ❞❛♥s ❬✼❪✳
❘é✢❡❝t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❡st ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ ❧♦❣✐q✉❡✱ ❧❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧♦❣✐q✉❡s ❡t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❜♦♦❧é❡♥♥❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❞❡s ❞❡✉① ✈✐s✐♦♥s ❡t ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣ré❞✐❝❛t ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ✈❡rs ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡✳ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ♣r❡✉✈❡s str✉❝t✉ré❡s ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛
✈❡rs✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❧❡ t②♣❡ ❜♦♦❧é❡♥ ❡st ✐♥❥❡❝té ❞❛♥s ❝❡❧✉✐ ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ✿
❈♦❡r❝✐♦♥ ✐s❴tr✉❡ ✭❜✿ ❜♦♦❧✮ ✿❂ ❜ ❂ tr✉❡✳
❆✐♥s✐✱ ❡t ❞❡ ❢❛ç♦♥ tr❛♥s♣❛r❡♥t❡ ♣♦✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧♦rsq✉❡ ❈♦q ❛tt❡♥❞ ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ Pr♦♣ ❡t
r❡ç♦✐t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❜ ❞❡ t②♣❡ ❜♦♦❧✱ ✐❧ ❧❛ tr❛❞✉✐r❛ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❡♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐s❴tr✉❡ ❜✮✱ q✉✐
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❜ = tr✉❡✳
▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ✐♥❞✉❝t✐❢ r❡❢❧❡❝t ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❝♦♥❢♦rt❛❜❧❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s
❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s ✿
✸
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
■♥❞✉❝t✐✈❡ r❡❢❧❡❝t ✭P✿ Pr♦♣✮✿ ❜♦♦❧ ✲❃ ❚②♣❡ ✿❂
⑤ ❘❡❢❧❡❝t❴tr✉❡✿ P ❂❃ r❡❢❧❡❝t P tr✉❡
⑤ ❘❡❢❧❡❝t❴❢❛❧s❡✿ ⑦P ❂❃ r❡❢❧❡❝t P ❢❛❧s❡✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭r❡❢❧❡❝t P ❜✮ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ P ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✭✐s❴tr✉❡ ❜✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❜♦♦❧é❡♥♥❡ ✫✫ ❡t ❝❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✴❭ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❛ ❛♥❞P✿ ❢♦r❛❧❧ ❛ ❜✿❜♦♦❧✱ r❡❢❧❡❝t ✭❛ ✴❭ ❜✮ ✭❛ ✫✫ ❜✮✳
❉❡s ❧❡♠♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ ♥❛t✉r❡ q✉❡ ❛♥❞P s♦♥t ❞é✜♥✐s ❧♦rsq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❛✈♦✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é❡✮ ❞♦♥♥é❡ ❡t s❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧♦❣✐q✉❡✳
P❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❢❧❡❝t s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❬✼❪✳
▲❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡s
▲❡s s❝r✐♣ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐ts ❛✈❡❝ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❞✐✛èr❡♥t ❞❡ ❝❡✉① é❝r✐ts ❞❛♥s❈♦q st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡
❞❡ t❛❝t✐q✉❡ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡s
s❝r✐♣ts✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s s❝r✐♣ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ é❝r✐ts ❛✈❡❝ ❙❙❘❡❢❧❡❝t s❡ ré✈è❧❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥❝✐s q✉❡ ❝❡✉①
é❝r✐ts ❞❛♥s ❈♦q st❛♥❞❛r❞✳
❚♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❢réq✉❡♥t❡s q✉✐ ❝♦♥s✐st❡♥t à ❞é♣❧❛❝❡r ♦✉ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❞❡♣✉✐s ♦✉ ✈❡rs ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❝♦✉r❛♥t ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ❞❛♥s ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ♠♦✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ✏♠♦✈❡✿ ✭❍✶ ❛✮✑
♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✶ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛✳ ❯♥ ❛✉tr❡
❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ✏♠♦✈❡❂❃ ① ② ❍✷✑ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ① ❡t ②✱ ❡t ❞✬✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❍✷ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❝♦✉r❛♥t✳ ▲❛ t❛❝t✐q✉❡ ♠♦✈❡✿ ✭❍✶ ❛✮ ❂❃ ❍✷ ① ② ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞❛♥s ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❡t ✉♥✐q✉❡ t❛❝t✐q✉❡✳
▲❛ t❛❝t✐q✉❡ r❡✇r✐t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❞❡
❞é♣❧✐❛❣❡ ❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦✉ ✉♥ ♣❛tt❡r♥
❞♦♥♥é✳ ❈❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦✉ sé♣❛ré♠❡♥t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡
r❡✇r✐t❡ ✴❞❡❢ ❍✶ ❄❍✷ ✦❍✸ ④✷⑥❬❴ ✯ ❴❪❍✹ ✴❂ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♣❧✐❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡❢✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ❛✈❡❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✶✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ③ér♦ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✷✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ❛✈❡❝
❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✸✱ ❞❡ ré❝r✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ ♣❛tt❡r♥ ❬❴ ✯ ❴❪ ❛✈❡❝ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❍✹ ❡t ❞❡
s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❜✉t ❝♦✉r❛♥t✳
▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ré✢❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❞é❝r✐t ♣❧✉s ❤❛✉t ❡st ✐♥té❣ré
❛✉ ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ t❛❝t✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❍ ❞❡ t②♣❡
❛ ✫✫ ❜✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡ ♠♦✈❡✴❛♥❞P ✿ ❍ ❂❃ ❍ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❛♥❞P à ❍ ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
✉♥❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❍ ❞❡ t②♣❡ ❛ ✴❭ ❜✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❛ ✫✫ ❜✱ ❧❛ t❛❝t✐q✉❡
❛♣♣❧②✴❛♥❞P ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ ❜✉t ♣❛r ❛ ✴❭ ❜✳ ❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❜✉t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❛ ✫✫ ❜✮ ✲❃ ●✱ ❧❛
t❛❝t✐q✉❡ ❝❛s❡✴❛♥❞P ❂❃ ❍✶ ❍✷ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡ ❜✉t ❡♥ ● ❡t ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❡✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ❍✶ ✿ ❛ ❡t ❍✷ ✿ ❜✳
❙tr✉❝t✉r❡s
❉❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❡ ❜❛s❡ s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❙❙❘❡❢❧❡❝t✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ♣♦✉r
tr❛✈❛✐❧❧❡r ❛✈❡❝ ❧❡s t❤é♦r✐❡s ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s t②♣❡s ✜♥✐s✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡q❚②♣❡ ❞é✜♥✐t ❧❡s
t②♣❡s ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❡q❚②♣❡ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❊q❚②♣❡ ④
s♦rt ✿❃ ❚②♣❡❀
❴ ❂❂ ❴ ✿ s♦rt ✲❃ s♦rt ✲❃ ❜♦♦❧❀
❡qP ✿ ❢♦r❛❧❧ ① ②✱ r❡❢❧❡❝t ✭① ❂ ②✮ ✭① ❂❂ ②✮
⑥✳
✹
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
▲❡ s②♠❜♦❧❡ ✿ ❃ ❞é❝❧❛r❡ s♦rt ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡q❚②♣❡ ✈❡rs s♦♥ t②♣❡ ♣♦rt❡✉r✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
❞✬❤ér✐t❛❣❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❡q❚②♣❡ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ ❂❂✱ ❡♥
♣❧✉s ❡❧❧❡ ✐♥❥❡❝t❡ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ✈❡rs ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡qP✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✐♥s✐ ♣r♦✜t❡r
❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ réé❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❈♦q✳
❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ♠❛❥❡✉r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞✬❡q❚②♣❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❧❛ ♣r♦♦❢✲✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡
♣♦✉r ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ❞✬é❣❛❧✐tés ❞❡ ❧❡✉rs é❧é♠❡♥ts✳ ❆✐♥s✐ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ ❞✬♦❜❥❡ts é❣❛✉①✳
▲❡♠♠❛ ❡q❴✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡✿ ❢♦r❛❧❧ ✭❞✿ ❡q❚②♣❡✮ ✭① ②✿ ❞✮ ✭❊✿ ① ❂ ②✮ ✭❊✬✿ ① ❂ ②✮✱ ❊ ❂ ❊✬✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞✬❡q❚②♣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r s❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❡t ✭❞✿ ❡q❚②♣❡✮ ✿❂ ❞ ✲❃ ❜♦♦❧✳
❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ❜♦♦❧é❡♥♥❡ s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts q✉✐ ❧❛ s❛t✐s❢♦♥t✳ ❆✈❡❝
❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥s❡♠❜❧✐st❡s ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ s❡ ❞é✜♥✐ss❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❡t■ ✭❛ ❜ ✿ s❡t ❞✮ ✿ s❡t ❞ ✿❂ ❢✉♥ ① ❂❃ ❛ ① ✫✫ ❜ ①✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❡t❈ ✭❛ ✿ s❡t ❞✮ ✿ s❡t ❞ ✿❂ ❢✉♥ ① ❂❃ ⑦⑦ ❛ ①✳
■❧ ❡st ✉t✐❧❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥ t②♣❡ ❞❡s ❧✐st❡s s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❞ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s q✉✐ s❡ ❜❛s❡♥t s✉r ✉♥ t❡st ❜♦♦❧é❡♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❧✐st❡✳ ▲❡ t②♣❡
❞❡s ❧✐st❡s s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❞ s❡ ❞é✜♥✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❛r ✿
■♥❞✉❝t✐✈❡ s❡q ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❙❡q✵ ⑤ ❆❞❞s ✭① ✿ ❞✮ ✭s ✿ s❡q✮✳
❆❞❞s ❡t ❙❡q✵ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❝♦♥s ❡t ♥✐❧ ❞✉ t②♣❡ st❛♥❞❛r❞ ❧✐st ❞❡
❈♦q✳ ▲❡ t②♣❡ s❡q ❞ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❧✐st❡s s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❞✳ ❙✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❧✐st❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❡t r❛✐s♦♥♥❡r s✉r s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢♦❧❞r ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❛♥s
❙❙❘❡❢❧❡❝t à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❢♦❧❞ ✉t✐❧✐sé❡ ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡
s✉r ✉♥❡ ❧✐st❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉❜✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡ s✉❜ ①✵ s ✐ r❡t♦✉r♥❡ ❧✬é❧é♠❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ s✱ s✐ ✐ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r à ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡✱ ❡t ①✵ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦s❡q ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞♦♥♥é❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❦s❡q ❢ ♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐st❡
❬✭❢ ✵✮✱ ✭❢ ✶✮✱ ✳✳✳✱ ✭❢ ♥✲✶✮❪✳
❯♥ t②♣❡ ✜♥✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐✳ ■❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡
t♦✉s s❡s é❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ❧✐st❡ s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❡st à ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡s t②♣❡s ✜♥✐s✳ ▲❛
str✉❝t✉r❡ ❢✐♥❚②♣❡ s❡ ❝♦♠♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ s✉r ✉♥ ❡q❚②♣❡ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉✬❛✉❝✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡
❧✐st❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s✳
❙tr✉❝t✉r❡ ❢✐♥❚②♣❡ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ ❋✐♥❚②♣❡ ④
s♦rt ✿❃ ❡q❚②♣❡❀
❡♥✉♠ ✿ s❡q s♦rt❀
❡♥✉♠P ✿ ❢♦r❛❧❧ ①✱ ❝♦✉♥t ✭s❡t✶ ①✮ ❡♥✉♠ ❂ ✶
⑥✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✭s❡t✶ ①✮ ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ x ❡t ✭❝♦✉♥t ❢ ❧✮ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
② ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❧ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✭❢ ②✮ ❡st ✈r❛✐❡✳ ▲❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❡♥✉♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉
t②♣❡ ✜♥✐✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❢✐♥❚②♣❡ ❞✱ ✭❡♥✉♠ ❞✮ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❞✳
✺
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
P♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t②♣❡s ✜♥✐s ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ 0..n − 1✱ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ t②♣❡s ♥♦♠♠é❡ ♦r❞✐♥❛❧ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s ♣❛✐r❡s ❝♦♠♣♦sé❡s ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡
❡♥t✐❡r p ❡t ❞✬✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ p ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r à n✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❜❛sé❡ s✉r ✉♥ t❡st ❜♦♦❧é❡♥✱
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐rr❡❧❡✈❛♥❝❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❝❛r❛❝tér✐sés ♣❛r ❧❛
❝♦♠♣♦s❛♥t❡ p✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ■❴✭♥✮ ❞és✐❣♥❡ ❧❡ t②♣❡ ♦r❞✐♥❛❧ ♥✳
✹✳ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❈♦q
❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s
s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ❡t ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✳ ❈❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ♣❛r ❨✳ ❇❡rt♦t ❡t
●✳ ●♦♥t❤✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✏▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❈♦♠♣♦♥❡♥ts✑✳ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✉
t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡st❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡st ❧✬ét❛♣❡ ✉❧t✐♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳
✹✳✶✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s
❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉
❞ét❡r♠✐♥❛♥t✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ✭s♦♠♠❡ ❡t ♣r♦❞✉✐t✮ s♦♥t ❢réq✉❡♥t❡s✳ ❋❛❝t♦r✐s❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡
♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❡t ♣r♦❞✉✐ts ✐♥❞❡①és ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❡t ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ❡t ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s é♥♦♥❝és ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
✐♥❞❡①é❡s ♥✬❡st ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❡❧❧❡ ♣♦✉rr❛ ❧✬êtr❡
❛✉ss✐ ❞❛♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❯♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡ ❡st ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ❛✉① é❧é♠❡♥ts
❞✬✉♥❡ s✉✐t❡ ✜♥✐❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ s✉✐t❡
❞♦♥♥é❡✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①é❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❘ ■ ♦♣ ♥✐❧ ✭r ✿ s❡q ■✮ P ❋ ✿ ❘ ✿❂
❢♦❧❞r ✭❢✉♥ ✐ ① ❂❃ ✐❢ P ✐ t❤❡♥ ♦♣ ✭❋ ✐ ✿ ❘✮ ① ❡❧s❡ ①✮ ♥✐❧ r✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❛ ❝♦♠♠❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ✉♥ t②♣❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❘✱ ✉♥ ❡q❚②♣❡ ■✱ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❜✐♥❛✐r❡ ♦♣ s✉r ❘✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ♥✐❧ ❞❡ ❘ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✈✐❞❡✱ ✉♥❡ ❧✐st❡ r s✉r ■✱ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ P s✉r ■ ✭✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ■ ✈❡rs ❜♦♦❧ ✿ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ s✉r ■✮ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❋ ❞❡ ■ ✈❡rs
❘✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t à ✿
F p1 op F p2 op · · · op F pn op nil,
▲❡s pi s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ r ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ ♣r♦♣r✐été P ❡st ✈r❛✐❡ ✿ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
P ✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❡st ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t
❧♦rsq✉❡ ♥✐❧ ❡st ❧✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧♦rsq✉❡ ✭❘✱ ♦♣✱ ♥✐❧✮ ❡st ✉♥
♠♦♥♦ï❞❡✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐⑤ P ✐✮ ❋ ✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ à ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✯
❞✬✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ q✉✐ ❛ ♣♦✉r é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ ✶✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❡st ✐♥❢éré ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ♣❛r
❈♦q✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐⑤ ✐ ❁ ♥✮ ✐ éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
∑
i<n i✳
❯♥ ❧❡♠♠❡ ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r r❡❞✉❝❡❜✐❣ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ✉s✉❡❧❧❡ ❞❡ ré✲
✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥❞❡①é❡✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ ❧❡s s♦♠♠❡s
∑n
i=0(i + m) ❡t
∑n+m
j=m j✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ i ❡t j s♦♥t ❞❡
t②♣❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t [0..n] ❡t [m..n + m]✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① t②♣❡s✳
✻
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
❈❡tt❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : x → x + m✳
▲❡ ♣ré❞✐❝❛t ✐❜❥❡❝t✐✈❡ P ❤ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❤ ❡st ❜✐❥❡❝t✐✈❡ s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
❞❡ ré✲✐♥❞❡①❛t✐♦♥ s✬é♥♦♥❝❡ ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
▲❡♠♠❛ r❡✐♥❞❡① ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭■ ❏ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✭❤ ✿ ❏ ✲❃ ■✮ P ❋✱
✐❜✐❥❡❝t✐✈❡ P ❤ ✲❃
❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐✮ ❋ ✐ ❂ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭❥ ⑤ P ✭❤ ❥✮✮ ❋ ✭❤ ❥✮✳
❯♥ ❛✉tr❡ rés✉❧t❛t ✐♥tér❡ss❛♥t s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❝❡tt❡
♦♣ér❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ s♦♠♠❡ ✐♥❞❡①é❡✱
❧❡ rés✉❧t❛t s✬é❝r✐t
∑n+m
i=0 i =
∑n
i=0 i +
∑n+m
i=n+1 i✳ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ✿
▲❡♠♠❛ ❜✐❣■❉ ✿ ❢♦r❛❧❧ ✭■ ✿ ❢✐♥❚②♣❡✮ ✭❛ ✿ s❡t ■✮ ✭P ✿ ■ ✲❃ ❜♦♦❧✮ ❋✱
❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐✮ ❋ ✐
❂ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐ ✫✫ ❛ ✐✮ ❋ ✐ ✯ ❭❜✐❣❬✯✪▼✴✶❪❴✭✐ ⑤ P ✐ ✫✫ ⑦⑦ ❛ ✐✮ ❋ ✐✳
❉❛♥s ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❛✱ ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ P ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❞❡✉①
❡♥s❡♠❜❧❡s P ∩ a ❡t P ∩ ā✱ ♦ù ā ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ā✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥❞❡①és
♣❛r P ♣❡✉t êtr❡ ❞♦♥❝ ❞é❝♦♠♣♦sé❡ s✉✐✈❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s✳
✹✳✷✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡s
❉❛♥s ❧✬❛ss✐st❛♥t ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q✱ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡♥r❡❣✐str❡♠❡♥t ✭❘❡❝♦r❞ ♦✉ ❙tr✉❝t✉r❡✮ q✉✐ ♣♦✉rr❛ êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❧♦rs ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞✬✐♥❢ér❡♥❝❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ✐♥✈♦q✉❛♥t ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❡q❚②♣❡ s✉r ❧❡ t②♣❡ ♥❛t ✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ♣r♦✉✈❡r q✉❡
❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs✳
❋✐①♣♦✐♥t ❡q♥ ✭♠ ♥ ✿ ♥❛t✮ ④str✉❝t ♠⑥ ✿ ❜♦♦❧ ✿❂
♠❛t❝❤ ♠✱ ♥ ✇✐t❤
⑤ ✵✱ ✵ ❂❃ tr✉❡
⑤ ❙ ♠✬✱ ❙ ♥✬ ❂❃ ❡q♥ ♠✬ ♥✬
⑤ ❴✱ ❴ ❂❃ ❢❛❧s❡
❡♥❞✳
▲❡♠♠❛ ❡q♥P ✿ r❡❢❧❡❝t❴❡q ❡q♥✳
Pr♦♦❢✳
✳✳✳
◗❡❞✳
❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♥❛t❴❡q❚②♣❡ ✿❂ ❊q❚②♣❡ ✭❅❡q♥P✮✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ s✐♠♣❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡✳
▲❡♠♠❛ ❡q♥❴❛❞❞✵ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♠ ♥✿♥❛t✱ ✭♠ ✰ ♥ ❂❂ ✵✮ ❂ ✭♠ ❂❂ ✵✮ ✫✫ ✭♥ ❂❂ ✵✮✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❂❂ ❞é♥♦t❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥ ❡q❚②♣❡✳ ❉❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é ❈♦q s✬❛tt❡♥❞ à ❝❡ q✉❡ ♠ ❡t ♥
s♦✐❡♥t ❞✬✉♥ t②♣❡ ❡q❚②♣❡✳ ❈♦♠♠❡ ✐❧s s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ♥❛t✱ ❈♦q ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❡q❚②♣❡
❞♦♥t ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ s♦rt ❡st ♥❛t✳ ●râ❝❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ♥❛t❴❡q❚②♣❡✱ ❈♦q
♣❡✉t ✐♥❢ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❡ t②♣❡ ♥❛t❴❡q❚②♣❡ ❛✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ♠ ❡t ♥✳
▲❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡st ♣✉✐ss❛♥t ❡t très ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❡❝ ❧❡s str✉❝t✉r❡s
❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ♦✉ ❧❡s ❛♥♥❡❛✉①✳ ❙❙❘❡❢❧❡❝t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ssr❛❧❣ q✉✐✱ ❡♥
✼
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡✱ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❤✐ér❛r❝❤✐❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s r❡❣r♦✉♣❛♥t ♠♦♥♦ï❞❡✱ ❣r♦✉♣❡✱
❛♥♥❡❛✉ ❡t ❝♦r♣s✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡✱ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡s t②♣❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t
♣❛r❛♠étré❡s ♣❛r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❧❡✉rs ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ s✉r ❝❡s
t②♣❡s✱ ❈♦q ♣♦✉rr❛ ✐♥❢ér❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t
❞✬✉♥✐✜❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ❝❡s t②♣❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ♦♣♣♦sé✮
❡t ❞✬❛✈♦✐r ❛✐♥s✐ ❞❡s é♥♦♥❝és ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ❡t ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✳
✹✳✸✳ ▼❛tr✐❝❡s ❡t ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts
❯♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞♦✉❜❧❡♠❡♥t ✐♥❞❡①é❡✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (i, j) ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉ R✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥és m ❡t
n ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs ❡t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✱ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ s✉r R ✭✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ Mm,n(R)✮ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡
♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ [0..n[→ [0..m[→ R✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ❡q❚②♣❡ s✉r ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥♥❛❧✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❣r❛♣❤❚②♣❡ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ❞♦♥t ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✉♥ ❢✐♥❚②♣❡ ❡t ❧❡ ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡ ✉♥ ❡q❚②♣❡✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③✳ P♦✉r ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢ ❡t ❣✱ ❧❡s
♥♦t❛t✐♦♥s ❢ ❂✶ ❣ ❡t ❢ ❂✷ ❣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ∀x, f x = g x ❡t ∀x y, f x y = g x y✳ ❉❛♥s
❧❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♦♥t ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❢✐♥❚②♣❡ ❡t ❞❡s ❝♦✲❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ t②♣❡ ❡q❚②♣❡✱
❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s à ❢ ❂ ❣✳
▲❡ t②♣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ (m,n) ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❛tr✐① ✭♠ ♥ ✿♥❛t✮ ✿❂ ❢❣r❛♣❤❚②♣❡ ✭■❴✭♠✮ ✯ ■❴✭♥✮✮ ❘✳
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♠❛tr✐①❴♦❢❴❢✉♥ ❡t ❢✉♥❴♦❢❴♠❛tr✐① ♣❡r♠❡tt❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡
t②♣❡ ♠❛tr✐① à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥✈❡rt✐r ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ t②♣❡ ♠❛tr✐① ❡♥ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ❞❡✉①
❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♥✬❡st ❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ♠❛tr✐① ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ❊❧❧❡
♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❞❡✉① ♠❛tr✐❝❡s ❆ ❡t ❇ s♦♥t é❣❛❧❡s s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❆ ❂✷ ❇✳ ❈❡ q✉✐
✈❡✉t ❞✐r❡ q✉❡ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s s♦♥t é❣❛❧❡s ✿ ❢✉♥❴♦❢❴♠❛tr✐① ❆ ❂✷ ❢✉♥❴♦❢❴♠❛tr✐① ❇✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ▼❴✭♥✮ ❡t ❭❩ ① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ t②♣❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s
❡t à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s❝❛❧❛✐r❡ ❡♥ ①✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱❥✮ ❊✱ ♦ù ❊ ❡st ✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❡♥ ✐ ❡t ❥✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tr✐①❴♦❢❴❢✉♥ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢ ✐ ❥ ❂❃ ❊ ✐ ❥✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
s❝❛❧❛✐r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ é❧é♠❡♥t ① ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ s❝❛❧❛r❴♠① ♥ ① ✿ ▼❴✭♥✮ ✿❂ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ✭✐❢ ✐ ❂❂ ❥ t❤❡♥ ① ❡❧s❡ ✵✮✳
▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t✳ ❈❡
❝❤♦✐① ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❡st ❜✐❡♥ ❛❞❛♣té❡ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♣♦s♦♥s ❞❡s ✏✐♥❣ré❞✐❡♥ts✑
♥é❝❡ss❛✐r❡s à s❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✭❣r♦✉♣❡✱ s✐❣♥❛t✉r❡ ✳✳✳✮ ❛
été ❞é❥à ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ s✉r ❧❡s ❣r♦✉♣❡s ✜♥✐s ❬✽❪✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡
A ❞❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ n✱ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
det(A) =
∑
σ∈Sn
ǫ(σ)
n
∏
i=1
ai,σ(i) ✭✺✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡✱ ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡s ❡t ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ❞❡ ❣r♦✉♣❡
❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ✭Sn✮ ❡t ❞❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✭ǫ(σ)✮✳ ▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❛❝❤❡♥t
♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ❞ét❡r♠✐♥❛♥ts✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
✭✺✮ ✿
✽
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
✕ ❧✬✐♥❞❡①❛t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♣❛r ❞❡s ❡♥t✐❡rs ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ✐♥❞❡①❛t✐♦♥
♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ t②♣❡ ■❴✭♥✮✱
✕ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡st ❞é❝r✐t ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ q✉✐ ♣♦✉rr❛
êtr❡ é♥✉♠éré ❡t ❞♦♥❝ s❡r✈✐r ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡s✳
❆✈❡❝ ❝❡s ❝❤♦✐①✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❛r✐té ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s ❡t à ❝❡❧✉✐ s✉r
❧❡s ❣r♦✉♣❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✺✮ s✬é❝r✐t ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✿❂
❭s✉♠❴✭s ✿ ❙❴✭♥✮✮ ✭✲✶✮ ❫ s ✯ ❭♣r♦❞❴✭✐✮ ❆ ✐ ✭s ✐✮✳
▲❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❭s✉♠ ❡t ❭♣r♦❞ r❡♣rés❡♥t❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✐♥❞❡①és✳ ❈❡ s♦♥t
❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ r❡❞✉❝❡❜✐❣ ♣♦✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ✭❛❞❞✐t✐♦♥ ❡t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡✳ ▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❙❴✭♥✮ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡s ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥s s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
à n é❧é♠❡♥ts✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭❞❡t r❡♣rés❡♥t❡r❛ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❛♥t✳
P♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r✱ ❧❛ ❝♦✲♠❛tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
r♦✇✬✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❡♥tré❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ i ✐♥❢ér✐❡✉r à m ✭✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ t②♣❡ ■❴✭♠✮✮ ❡t ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ (m,n) ❀ ❡❧❧❡ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (m−1, n) ♦ù ❧❛ r❛♥❣é❡ i ❛ été ❡♥❧❡✈é❡✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s
❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ r♦✇ r❡t♦✉r♥❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ (1, n) ✭✉♥❡ r❛♥❣é❡ ❡t n ❝♦❧♦♥♥❡s✮ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❛ r❛♥❣é❡
i✳ ▲❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✲♠❛tr✐❝❡ ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛❞❥✉❣❛t❡✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝♦❢❛❝t♦r ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✭✐ ❥ ✿ ■❴✭♥✮✮ ✿❂
✭✲✶✮ ❫✰✭✐ ✰ ❥✮ ✯ ❭❞❡t ✭r♦✇✬ ✐ ✭❝♦❧✬ ❥ ❆✮✮✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❛❞❥✉❣❛t❡ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✿❂ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ✭❝♦❢❛❝t♦r ❆ ❥ ✐✮✳
▲✬é❣❛❧✐té ❞❡ ❈r❛♠❡r ❡st ❛❧♦rs ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♠✉❧♠①❴❛❞❥r ✿
▲❡♠♠❛ ♠✉❧♠①❴❛❞❥r ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮✱ ❆ ✯ ❛❞❥✉❣❛t❡ ❆ ❂ ❭❩ ✭❭❞❡t ❆✮✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▲❛♣❧❛❝❡ ✭det(A) =
∑n
i=1 ai,jcofacteur(A)i,j✮ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❧✐❣♥❡ ♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡ ❡t ❞❡s ❝♦❢❛❝t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡st
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿
▲❡♠♠❛ ❡①♣❛♥❞❴❞❡t❡r♠✐♥❛♥t❴r♦✇ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✐✱
❭❞❡t ❆ ❂ ❭s✉♠❴✭❥✮ ❆ ✐ ❥ ✯ ❝♦❢❛❝t♦r ❆ ✐ ❥✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s❡❧♦♥ ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❛❧t❡r♥é❡ ✭❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡✱ ♦ù ❛✉
♠♦✐♥s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱ ❡st ♥✉❧✮ s✬é♥♦♥❝❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
▲❡♠♠❛ ❛❧t❡r♥❛t❡❴❞❡t❡r♠✐♥❛♥t ✿ ❢♦r❛❧❧ ♥ ✭❆ ✿ ▼❴✭♥✮✮ ✐✶ ✐✷✱
✐✶ ✦❂ ✐✷ ✲❃ ❆ ✐✶ ❂✶ ❆ ✐✷ ✲❃ ❭❞❡t ❆ ❂ ✵✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s à ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❧❡ t❡r♠❡ ✭❆ ✐✶✮ ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✉♥
❛r❣✉♠❡♥t ❡t ✐❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✐✶ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❆✳
✹✳✹✳ P♦❧②♥ô♠❡s
❯♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ s❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ai q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t à ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ R ✿
anx
n + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0
✾
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❈❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥✐q✉❡✱ ❡♥ ❡✛❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s anxn + an−1xn−1 +
· · · + a1x + a0 ❡t 0xn+1 + anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0 ♦♥t ❞❡s ❧✐st❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✐✛ér❡♥t❡s
♠❛✐s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ P♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ✐❧
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♥♦r♠❛❧✐sés✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡
♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡❣ré ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✱ ❡t ❛✈♦✐r ✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ s✉r ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t
❞♦♥❝ r❡♣rés❡♥tés ♣❛r ❧❛ str✉❝t✉r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❙tr✉❝t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❘ ✿ r✐♥❣✮ ✿ ❚②♣❡ ✿❂ P♦❧② ④
♣ ✿❃ s❡q ❘❀
♥♦r♠❛❧ ✿ ❧❛st ✶ ♣ ✦❂ ✵
⑥✳
▲❛ ♣r♦♣r✐été ♥♦r♠❛❧ ❞✐t q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡st ♥♦♥ ♥✉❧✳ ❆✈❡❝ ❝❡tt❡
❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❡q❚②♣❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝♦❡❢ ✭♣ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✐ ✿❂ s✉❜ ✵ ♣ ✐✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦❡❢ ♣ ❡st ❞❡ t②♣❡ ♥❛t ✲❃ ❘✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧✬é❣❛❧✐té
❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧❧❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✿
▲❡♠♠❛ ❝♦❡❢❴❡qP ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣✶ ♣✷✱ ❝♦❡❢ ♣✶ ❂✶ ❝♦❡❢ ♣✷ ❁✲❃ ♣✶ ❂ ♣✷✳
❆✈❡❝ ❝❡ ❧❡♠♠❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣❛ss❡r ❞❡ ♥♦tr❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✈❡rs ❝❡❧❧❡ q✉✐
♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❡s
♣r❡✉✈❡s ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♣❧✉s ✐♥t✉✐t✐✈❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
(
n
∑
i=0
aix
i
)


m
∑
j=0
bjx
j

 =
m+n
∑
k=0


∑
i+j=k
aibj

xk. ✭✻✮
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐✈✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞❡s r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥ts s✉r ❞❡s s♦♠♠❡s
✐♥❞❡①é❡s✱ s❛♥s ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ré❝✉rr❡♥❝❡s s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳
❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❭❳ ❡t ❭❈ ❝ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦♥ô♠❡ x ❡t ❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡
❝♦♥st❛♥t c✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣❛r ① ✭❞é❝❛❧❛❣❡ à ❞r♦✐t❡✮ ❡t ❛❞❞✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❡st
❧✬✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❡❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❤♦r♥❡r ❝ ♣ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿❂
✐❢ ♣ ✐s P♦❧② ✭❆❞❞s ❴ ❴ ❛s s✮ ♥s t❤❡♥ P♦❧② ✭♥s ✿ ♥♦r♠❛❧ ✭❆❞❞s ❝ s✮✮ ❡❧s❡ ❭❈ ❝✳
❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
s❡ ❞é✜♥✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❦P♦❧② ✿❂ ❢♦❧❞r ❤♦r♥❡r ❭❈✵✳
◆♦t❛t✐♦♥ ✧❭♣♦❧②❴ ✭ ✐ ❁ ♥ ✮ ❊✧ ✿❂ ✭♠❦P♦❧② ✭♠❦s❡q ✭❢✉♥ ✐ ✿ ♥❛t ❂❃ ❊✮ ♥✮✮✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❭♣♦❧② ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❭♣♦❧②❴ ✭ ✐ ❁ ♥ ✮ ✐ ❡st ✿ n − 1xn−1 + · · · + 1x + 0
✶✵
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳
▲❛ ❧✐st❡ rés✉❧t❛t ❡st ❡♥s✉✐t❡ ♥♦r♠❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❦P♦❧②✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉①
♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❋✐①♣♦✐♥t ♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q ✭s✶ s✷ ✿ s❡q ❘✮ ④str✉❝t s✶⑥ ✿ s❡q ❘ ✿❂
✐❢ s✶ ✐s ❆❞❞s ❝✶ s✶✬ t❤❡♥
❛❞❞❴♣♦❧②❴s❡q ✭♠❛♣s ✭❢✉♥ ❝✷ ❂❃ ❝✶ ✯ ❝✷✮ s✷✮
✭❆❞❞s ✵ ✭♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q s✶✬ s✷✮✮
❡❧s❡ s❡q✵✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠✉❧t❴♣♦❧② ✭♣✶ ♣✷ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮ ✿❂ ♠❦P♦❧② ✭♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q ♣✶ ♣✷✮✳
❉❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ t②♣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s t②♣❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡t s❡q ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡
♠✉❧t❴♣♦❧②❴s❡q ♣✶ ♣✷ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣✶ ❡t ♣✷ s♦♥t ❞❡ t②♣❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦❡❢❴♠✉❧❴♣♦❧②
▲❡♠♠❛ ❝♦❡❢❴♠✉❧❴♣♦❧② ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣✶ ♣✷ ✐✱
❝♦❡❢ ✭♠✉❧t❴♣♦❧② ♣✶ ♣✷✮ ✐ ❂ ❭s✉♠❴✭❥ ❁❂ ✐✮ ❝♦❡❢ ♣✶ ❥ ✯ ❝♦❡❢ ♣✷ ✭✐ ✲ ❥✮✳
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❞❡✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡✉① ❞✉ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❡✉r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
■❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✻✮✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✳ ❊❧❧❡
❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r s❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞♦♥♥é❡✳ ❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛
❞❡ ❍♦r♥❡r ♣♦✉r ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ p ❡t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r x ♣❛r ✿
p(x) = ((...((anx + an−1)x + an−2)x + ...) + a1)x + a0 ✭✼✮
❙✉✐✈❛♥t ❧❡ s❝❤é♠❛ ✭✼✮ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❡t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦ù ♥♦✉s
é✈❛❧✉♦♥s✳ ❊❧❧❡ s❡ ❞é✜♥✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r ✉♥❡ ❧✐st❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❋✐①♣♦✐♥t ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴s❡q ✭s ✿ s❡q ❘✮ ✭① ✿ ❘✮ ④str✉❝t s⑥ ✿ ❘ ✿❂
✐❢ s ✐s ✭❆❞❞s ❛ s✬✮ t❤❡♥ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴s❡q s✬ ① ✯ ① ✰ ❛ ❡❧s❡ ✵✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ❝♦❡r❝✐♦♥ ❡♥tr❡ ❡❧❧❡ ❡t ❧❡
t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡
s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❡✈❛❧❴♣♦❧② ✭♣ ✿ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❘✮ ✿ ❘✲❃ ❘ ✿❂ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴s❡q ♣✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣✳❬❝❪ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡✈❛❧❴♣♦❧② ❡♥ ♣ ❡t ❝✳
▲❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿
▲❡♠♠❛ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❈ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❝ ①✱ ✭❭❈ ❝✮✳❬①❪ ❂ ❝✳
▲❡♠♠❛ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴♣❧✉s ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣ q ①✱ ✭♣ ✰ q✮✳❬①❪ ❂ ♣✳❬①❪ ✰ q✳❬①❪✳
▲❡♠♠❛ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴♠✉❧t ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣ q ①✱ ① ✯ q✳❬①❪ ❂ q✳❬①❪ ✯ ① ✲❃
✭♣ ✯ q✮✳❬①❪ ❂ ♣✳❬①❪ ✯ q✳❬①❪✳
❉❛♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡✈❛❧❴♣♦❧②❴♠✉❧t s✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r
q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ① ♦ù ❧✬♦♥ é✈❛❧✉❡ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ♣ ✯ q ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ q ❡♥ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳
❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✈✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ é✈❛❧✉❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♥♦♥ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿
❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✳
✶✶
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❆♣rès ❝❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡st❡ ♣❡✉t s✬é♥♦♥❝❡r ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❚❤❡♦r❡♠ ❢❛❝t♦r❴t❤❡♦r❡♠ ✿ ❢♦r❛❧❧ ♣ ❝✱
r❡❢❧❡❝t ✭❡①✐sts q✱ ♣ ❂ q ✯ ✭❭❳ ✲ ❭❈ ❝✮✮ ✭♣✳❬❝❪ ❂❂ ✵✮✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞✐r❡ q✉❡ ♣✳❬❝❪ ❡st é❣❛❧❡ à q✳❬❝❪ ✯ ✭❭❳ ✲ ❭❈ ❝✮✳❬❝❪✱
✐❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ ✭❭❳ ✲ ❭❈ ❝✮ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❝✳ ❈❡ q✉✐ s❡ ♣r♦✉✈❡
❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❝❛r ✶ ❡t ❝ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❝✳
✹✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥
▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❡st ❧❛
♣❛rt✐❡ ❝❡♥tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ❧❛
rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés q✉✐ s❡ r❛tt❛❝❤❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t
❛✉① ♠❛tr✐❝❡s ❡t ❛✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s✳
❈❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❛♣♣❡❧❡r ♣❤✐ ♣r❡♥❞ ❡♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t r❡t♦✉r♥❡
✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛ t❛✐❧❧❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡ t❡r♠❡ s♦♥ ❞❡❣ré ♣❧✉s ✉♥✳ P♦✉r ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❆✱
♣❤✐ ❆ ❡st ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥❞✐❝❡ ❦ ❡st ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❡♥
✐ ❡t ❥ ❡st ❝♦❡❢ ✭❆ ✐ ❥✮ ❦✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❘❬❳❪✱ ▼✭❘✮✱ ▼✭❘❬❳❪✮ ❡t ▼✭❘✮❬❳❪ r❡♣rés❡♥t❡♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❝❡❧✉✐
❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♣❤✐ ✭❆ ✿ ▼✭❘❬❳❪✮✮ ✿ ▼✭❘✮❬❳❪ ✿❂
❭♣♦❧②❴✭❦ ❁ ❭♠❛①❴✭✐✮ ❭♠❛①❴✭❥✮ s✐③❡ ✭❆ ✐ ❥✮✮ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ❝♦❡❢ ✭❆ ✐ ❥✮ ❦✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ ❝♦❡❢❴♣❤✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r
♣❤✐✳
▲❡♠♠❛ ❝♦❡❢❴♣❤✐ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆ ✐ ❥ ❦✱ ❝♦❡❢ ✭♣❤✐ ❆✮ ❦ ✐ ❥ ❂ ❝♦❡❢ ✭❆ ✐ ❥✮ ❦✳
P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡♥ s♦♥ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐
❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❩♣♦❧② ✭♣ ✿ ❘❬❳❪✮ ✿ ▼✭❘✮❬❳❪ ✿❂ ❭♣♦❧②❴✭✐ ❁ s✐③❡ ♣✮ ❭❩ ✭❝♦❡❢ ♣ ✐✮✳
▲❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❞é✜♥✐t ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t
à ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s xIn − A✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ♠❛tr✐①❈ ✭❆ ✿ ▼✭❘✮✮ ✿ ▼✭❘❬❳❪✮ ✿❂ ❭♠❛tr✐①❴✭✐✱ ❥✮ ❭❈ ✭❆ ✐ ❥✮✳
❉❡❢✐♥✐t✐♦♥ ❝❤❛r❴♣♦❧② ✭❆ ✿ ▼✭❘✮✮ ✿ ❘❬❳❪ ✿❂ ❭❞❡t ✭❭❩ ❭❳ ✲ ♠❛tr✐①❈ ❆✮✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♠❛tr✐①❈ ❡st ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ✈❡rs ❝❡❧✉✐ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s✳
❆♣rès ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ♣r♦✉✈é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❚❤❡♦r❡♠ ❈❛②❧❡②❴❍❛♠✐❧t♦♥ ✿ ❢♦r❛❧❧ ❆✱ ✭❩♣♦❧② ✭❝❤❛r❴♣♦❧② ❆✮✮✳❬❆❪ ❂ ✵✳
Pr♦♦❢✳
♠♦✈❡❂❃ ❆❀ ❛♣♣❧②✴❡qP❀ ❛♣♣❧②✴❢❛❝t♦r❴t❤❡♦r❡♠✳
r❡✇r✐t❡ ✲♣❤✐❴❩♣♦❧② ✲♠✉❧♠①❴❛❞❥❧ ♣❤✐❴♠✉❧❀ ♠♦✈❡✿ ✭♣❤✐ ❴✮ ❂❃ q❀ ❡①✐sts q✳
❜② r❡✇r✐t❡ ♣❤✐❴❛❞❞ ♣❤✐❴♦♣♣ ♣❤✐❴❩♣♦❧② ♣❤✐❴♣♦❧②❈ ❩♣♦❧②❳✳
◗❡❞✳
✶✷
❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
▲❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❞ér♦✉❧❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉é ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞✉ r❡st❡✱ ❧❡ ♣♦❧②♥ô♠❡ ❢❛❝t❡✉r ❡st ❞♦♥♥é ❡♥ ré❝r✐✈❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ❈r❛♠❡r ✭♠✉❧♠①❴❛❞❥❧✮✳
▲❡ rés✉❧t❛t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❡st ❛❧♦rs ♣r♦✉✈é ♣❛r ❞❡s réé❝r✐t✉r❡s ❡t s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s
❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❙❙❘❡❢❧❡❝t✱ ❞❡s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡s
♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤✐ér❛r❝❤✐q✉❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞✬❛❜♦✉t✐r à ✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ❛✉ss✐ ❝♦♥❝✐s❡ ✿ ✸ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡s✳
✺✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ q✉✐ ❛❞♦♣t❡ ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
♠♦❞✉❧❛✐r❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ très s✐♠♣❧❡ ❀ ♠❛✐s
❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❛ été ❛ss❡③ ❧♦♥❣✉❡ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ♣♦✉r ❝❤♦✐s✐r ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♦✉ ❧❡
❜♦♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♠❛♥✐♣✉❧é❡s ✭♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♠❛tr✐❝❡s✮✳ ▲❡s ❝❤♦✐①
♦♥t été ♠♦t✐✈és ♣❛r ❞❡s s♦✉❝✐s ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ré✉t✐❧✐s❛❜✐❧✐té✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❈❛♥♦♥✐❝❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡
❞❡ ❈♦q ♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s é♥♦♥❝és ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❝❡✉① ✉t✐❧✐sés ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ▲❡
❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✭❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s✱
❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✮ ❢❛✈♦r✐s❡ ❧❛ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s ❞❛♥s ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳ ▲❡s ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡s s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ✐♥❞❡①é❡s ❡t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s s❡r♦♥t ré✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦s
♣r♦❝❤❛✐♥s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❛ t❤é♦r✐❡s ❞❡s ❝❛r❛❝tèr❡s✱ ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡s ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❋❡✐t✲❚❤♦♠♣s♦♥✳
❈❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✐❝✐ ❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✳
❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ♦✉ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ❉❡s ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡s
str✉❝t✉r❡s s♦♥t ♣rés❡♥té❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s ❬✾✱ ✶✶❪ ❡t ❬✺✱ ✶✵❪✳ ▼❛✐s ❝✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❡t ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ♦ù ❝❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❛ss❡♠❜❧é❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♦❜❥❡ts ✿ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡t ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s✳
❉❛♥s ❧❛ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥✱ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐
❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ♥♦s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s s✉r ❞❡s t②♣❡s ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ é❣❛❧✐té ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ✿ ❧❡s ❡q❚②♣❡✳ ❊♥
♣❧✉s ❞✉ ❢❛✐t q✉✬❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s t♦✉s ❧❡s t②♣❡s s♦♥t ❞é❝✐❞❛❜❧❡s✱ ♥♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ s✉r ❧❡s t②♣❡s
♦ù ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡s ♣❡✉t êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sés ✈❡rs ❧❡s t②♣❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈❡❝✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t
q✉❡ t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❡st ✉♥❡ Z✲❛❧❣è❜r❡ ❡t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s à n2
✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z q✉✐ ❡st ✉♥ t②♣❡ ♦ù ❧✬é❣❛❧✐té ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✳ ■❧ ✈❛ ❢❛❧❧♦✐r ❛❧♦rs tr❛✈❛✐❧❧❡r
❛✈❡❝ ❧❡s ❙❡t♦✐❞✳
❉❛♥s ❝❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ s✉r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❝♦♠♣r❡♥❞ ✽✸ ♦❜❥❡ts ✭❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡♠♠❡s✮
♣♦✉r ❡♥✈✐r♦♥s ✹✾✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡s✳ ▲❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ❧❡♠♠❡s ♣r♦♣r❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡
❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ s♦♥t ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✶✺ ♣♦✉r ✶✷✺ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❝♦❞❡s✳ ▲❡s s♦✉r❝❡s ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t s♦♥t
❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s à ❧✬❛❞r❡ss❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✲s♦♣✳✐♥r✐❛✳❢r✴♠❛r❡❧❧❡✴❙✐❞✐✳❇✐❤❛✴❝❛②❧❡②✴✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬✶❪ P❛✉❧ ❡t ❏❛❝❦ ❆❜❛❞✱ ❚❤❡ ❍✉♥❞r❡❞ ●r❡❛t❡st ❚❤❡♦r❡♠s✱ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à
❤tt♣✿✴✴♣❡rs♦♥❛❧✳st❡✈❡♥s✳❡❞✉✴⑦♥❦❛❤❧✴❚♦♣✶✵✵❚❤❡♦r❡♠s✳❤t♠❧✳
❬✷❪ ❏❡r❡♠② ❆✈✐❣❛❞✱ ❑❡✈✐♥ ❉♦♥♥❡❧❧②✱ ❉❛✈✐❞ ●r❛②✱ ❡t P❛✉❧ ❘❛❢❢✱ ❆ ❋♦r♠❛❧❧② ❱❡r✐✜❡❞ Pr♦♦❢ ♦❢
t❤❡ Pr✐♠❡ ◆✉♠❜❡r ❚❤❡♦r❡♠✱ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▲♦❣✐❝✱ ❆ ♣❛r❛îtr❡✳
❬✸❪ ❨✈❡s ❇❡rt♦t✱ P✐❡rr❡ ❈❛stér❛♥✱ ■♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❚❤❡♦r❡♠ Pr♦✈✐♥❣ ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❈♦q✬❆rt ✿ ❚❤❡ ❈❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ■♥❞✉❝t✐✈❡ ❈♦♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✹✳
❬✹❪ ◆❛t❤❛♥ ❏❛❝♦❜s♦♥✱ ▲❡❝t✉r❡s ✐♥ ❆❜str❛❝t ❆❧❣❡❜r❛ ✿ ■■✳ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛✱ ❙♣r✐♥❣❡r ❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✼✺✳
✶✸
❖✉❧❞ ❇✐❤❛
❬✺❪ ❍❡r♠❛♥ ●❡✉✈❡rs✱ ❋r❡❡❦ ❲✐❡❞✐❥❦ ❡t ❏❛♥ ❩✇❛♥❡♥❜✉r❣✱ ❆ ❈♦♥str✉❝t✐✈❡ Pr♦♦❢ ♦❢ t❤❡
❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❚❤❡♦r❡♠ ♦❢ ❆❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤♦✉t ❯s✐♥❣ t❤❡ ❘❛t✐♦♥❛❧s✱ ❚②♣❡s ❢♦r Pr♦♦❢s ❛♥❞ Pr♦❣r❛♠s✱
❚❨P❊❙ ✷✵✵✵ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❲♦r❦s❤♦♣✱ ❙❡❧❡❝t❡❞ P❛♣❡rs✱ ✈♦❧✉♠❡ ✷✷✼✼ ♦❢ ▲◆❈❙✱ ♣❛❣❡s ✾✻✲✶✶✶✱ ✷✵✵✷✳
❬✻❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ ❝♦♠♣✉t❡r✲❝❤❡❝❦❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r✲❝♦❧♦✉r t❤❡♦r❡♠✱ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à
❤tt♣✿✴✴r❡s❡❛r❝❤✳♠✐❝r♦s♦❢t✳❝♦♠✴⑦❣♦♥t❤✐❡r✴✹❝♦❧♣r♦♦❢✳♣❞❢✳
❬✼❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✱ ❆ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ r❡✢❡❝t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❈♦q s②st❡♠✱
❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳♠sr✲✐♥r✐❛✳✐♥r✐❛✳❢r✴⑦❛ss✐❛✴r❡❝❤✲❡♥❣✳❤t♠❧ ✭à ♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♠❡ ❘❘
■♥r✐❛✮✳
❬✽❪ ●❡♦r❣❡s ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆ss✐❛ ▼❛❤❜♦✉❜✐✱ ▲❛✉r❡♥❝❡ ❘✐❞❡❛✉✱ ❊♥r✐❝♦ ❚❛ss✐ ❡t ▲❛✉r❡♥t ❚❤ér②✱ ❆
▼♦❞✉❧❛r ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❋✐♥✐t❡ ●r♦✉♣ ❚❤❡♦r②✱ ❘❛♣♣♦rt ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ✻✶✺✻✱ ■◆❘■❆✱ ✷✵✵✼✳
❬✾❪ ◆✐❝♦❧❛s ▼❛❣❛✉❞✱ ❘✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r sq✉❛r❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❈♦q✱
❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✴❝♦♥tr✐❜s✲❡♥❣✳❤t♠❧✳
❬✶✵❪ P✐♦tr ❘✉❞♥✐❝❦✐✱ ▲✐tt❧❡ ❇❡③♦✉t ❚❤❡♦r❡♠ ✭❋❛❝t♦r ❚❤❡♦r❡♠✮✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❋♦r♠❛❧✐③❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s
✈♦❧✉♠❡ ✶✺✱ ✷✵✵✸✱ ❉✐s♣♦♥✐❜❧❡ à ❤tt♣✿✴✴♠✐③❛r✳♦r❣✴❏❋▼✴❱♦❧✶✺✴✉♣r♦♦ts✳❤t♠❧✳
❬✶✶❪ ❏❛s♣❡r ❙t❡✐♥✱ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ à ❈♦q✱ ❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✴❝♦♥tr✐❜s✲❡♥❣✳❤t♠❧✳
❬✶✷❪ ❈♦q ❚❡❛♠✱ ❚❤❡ ❈♦q r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠❛♥✉❛❧ ❱ ✽✳✶✱ ❤tt♣✿✴✴❝♦q✳✐♥r✐❛✳❢r✴❱✽✳✶✴r❡❢♠❛♥✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✳
❬✶✸❪ ❋r❡❡❦ ❲✐❡❞✐❥❦✱ ❋♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✶✵✵ ❚❤❡♦r❡♠s✱ ❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❝s✳r✉✳♥❧✴❢r❡❡❦✴✶✵✵✴✳
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